4. Dla jakiej wartosci wspdlczynnika a punkt P nalezy do paraboli y = ax??

a) P(1,—4) c) P(-4,8) c) P(1,-7) g) P(=2,-2)
b) P(3,3) d) P(v2,-2) f) P(2,1) h) P(3,4)
Przykiad 1

Wykres funkcji f(x) = 222 — 4 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 o 4 jednostki

w doél (rysunek obok).

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f i okresl jej zbior

wartosci.
a) f(x) =22 -1 c) flz)=—222 -1
b) f(z) =222+ 3 d) f(zr)=—-2224+3

Przykiad 2
Wykres funkcji f(x) = 2(x—3)? otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 o 3 jednostki

w prawo (rysuneck obok).

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-

dzialy monotonicznosci.
a) f(z)=2(xz+3)% c¢) f(x)
b) f(z) =2(x—1)? d) f(z)

—2(x+ 3)2
—2(x—1)2

Przykiad 3

Wykres funkcji f(z) = (x — 2)2 + 1 otrzy-
mamy, przesuwajac parabole y = 22 o 2 jed-

nostki w prawo, a nastepnie o 1 jednostke
w gére (rysunek obok).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) fz) = (x—3)2 =2

b) f(z) = (z+1)*+3




Przykiad 4

Wykres funkcji f(x) = —%(;r, — 6)% + 3 powstaje przez przesuniecie paraboli
Yy = —%;rQ o 6 jednostek w prawo i 3 jednostki do gory.
i \}/
. ............. Wierzéholkimﬁ paraboh 3 : _
oio.. Punkt (6,3). -1

Wykres funkeji f(z) = —%(z + 6)? + 3 powstaje przez przesuniecie paraboli

1,

y = —+x? 0 6 jednostek w lewo i 3 jednostki do géry.

8"

JY’

) :

=

Wykresem funkeji f(z) = a(x —p)?+q, gdzie a # 0, jest parabola o wierz-
chotku w punkcie (p, q). Jej osig symetrii jest prosta x = p.

Ponizsze wlasnosci funkeji f(x) = a(x — p)? + q zaleza od wspélezynnika a.

a>0

a<0

e ramiona paraboli sa skierowane
do géry

e dla x = p funkcja osigga wartosé¢
najmniejsza y = q

e funkcja maleje w przedziale
(—o0; p)

e funkcja ro$nie w przedziale (p; co)

e zbiorem wartosci funkcji jest
przedzial (q; 00)

e ramiona paraboli sa skierowane
w dot

e dla x = p funkcja osigga wartosé¢
najwieksza y = ¢

e funkcja rosnie w przedziale
(—o0; p)

e funkcja maleje w przedziale (p; 00)

e zbiorem wartosci funkcji jest
przedzial (—oo; q)




Cwiczenie 4
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci funkeji f oraz wspolrzedne
wierzcholka paraboli bedacej jej wykresem.

B} Jl] =Bl " =4 ¢) fla)=-3(x+4)? -}
b) f(z) =2z +5)*+7 d) f(z)=-2(z—}3)*+9
DEFINICJA

Postac:

y=ax’+bxr+c, gdziea#0
nazywamy postacig ogélng funkcji kwadratowej.

Postaé: y=a(z—p)2+q, gdziea#0

nazywamy postacig kanoniczng funkcji kwadratowe;.

\

Uwaga. Funkcje kwadratowa nazywamy tez tréojmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyklad w ramce pokazujacy, w jaki sposob przejs¢ od postaci
kanonicznej funkeji kwadratowej do postaci ogdlne;j.

\
a) 9y = 3(_1: = 4)2 i postaé kanoniczna
= 3(;172 — 8x + 16) — 7= korzystamy ze wzoru (a — b)?2 = a® — 2ab + b?
= 3z2 — 24z + 41 posta¢ ogélna
1\2 4 2
b) y=—4 (1- X 5) +1= postaé kanoniczna
= —4 (1&2 4+ x4+ %) + 1 = korzystamy ze wzoru (a+ b)* = a* + 2ab + b
= —412 — Ar postaé¢ ogdélna
.

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogélne;j.
a)y=—2(x—3)2+6 b)y:—%(;r+%)2+% cyy=3(z—5)24+9

Przejscie od postaci ogoélnej funkeji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupeliania do kwadratu.



Przykiad 1

a) y=az%—10x+ 27 = postaé ogélna
=12 _92.57 + 27 = wspolczynnik —10 zapisujemy jako —2-5
— 12 _92.57 4+ 25 — 25 4+ 27 = dodajemy i odejmujemy 25 = 57
— (1- — 5)2 — 25427 = korzystamy ze wzoru (a — b)? = a®> — 2ab + b?
— (.I' — 5)2 + 2 postac¢ kanoniczna
b) y= 22 4+5r+3= postaé ogélna
—2242.5,43= wspoélczynnik 5 wystepujacy przy z
- 5 9 zapisujemy jako 2 - 3
5 5 5 ‘ . . . . .
=a242- 5T+ (5) - (5) + 3= dodajemy i odejmujemy (2)>
5\2 25 , . korzystamy ze wzoru
—(z4+ 3 -2 3= ystamy .
( +2)2 4 + (a+b)‘)‘=a‘)‘+2ab+b‘)‘
= (17 + %) — ITS postac¢ kanoniczna

Cwiczenie 2
Postepujac tak jak w przykladzie 1., przedstaw funkcje kwadratowa w postaci

kanoniczne;j.
a)y:.l‘2—8.1‘-|—6 C)y:IQ_G:I_2 e)y:l,’2+:r’+i
b) y=a"+4x+8 d) y=a2>-3z+1 fy y=a22—x2—2

Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = a(x — p)? +q jest \J Y
parabola o wierzcholku (p, q). Wspélrzedne wierzcholka \

paraboli oznaczamy zwykle (z,,, ¥,,)- O \/

(mw s yw)

A

PN

TWIERDZENIE

Parabola y = ax? + bz + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wspoélrzednych:
b
2a
Wyrazenie A nazywamy wyréznikiem trojmianu kwadratowego.

\

Ty = ——, yw=—f—a, gdzie A = b* — 4ac

1. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogolne;j.
a) y=(x—3)*+4 c) y=2(x—-3)2+1
b) y=—(z—4)>-3 d) y=-3(x+2)%2-4
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3. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej. Podaj wspolrzedne wierz-
cholka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.
a) f(x) =22 +2z+3 d) f(z) = —4224+8z+1 g) f(zx)=22—=x
b) f(z) =22 — 4z -2 e) f(z) =222+8x—-7 h) f
c) flx)=—-22-2zx+1 f) f(z)=-222—6x+2 i) f(x)=3z%2-38

Cwiczenie 1
Wyznacz wspoélrzedne wierzcholtka paraboli, a nastepnie przedstaw tréjmian
kwadratowy w postaci kanonicznej. Naszkicuj te parabole.

a) y=x2+4x+1 c) y=2x2+4x+2 o) y=Lla a1

b) y=—2%+2z -3 d) y=—-222—-8x—-5 f) y:_%x?_gf_*_g

Cwiczenie 2
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wspélrzedne wierzcholka paraboli f(z) = —222 + 8z — 1.

a=-2,b=28, wi@c:cwz—%:—ﬁ:?.
Wspélrzedna y, = f(zy) = f(2) = —-2-224+8.2—-1=T1.

Wierzchotkiem paraboli jest punkt (2,7).

\,

Wyznacz wspoélrzedne wierzcholka paraboli, korzystajac z tego, ze y,, = f(y)-

a) f(r)=22*—4ax+3 b) f(z)=-2>—-3z+4 ¢) flz)=32>—2+10

Przykiad 2
Wyznacz wspoélezynnik b funkeji kwadratowej f(x) = 322 +bx — 4, jedli prosta
x =1 jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

korzystamy ze wzoru z,, = —o=

oraz z tego, ze zgodnie z tresdcia zadania r, =1

Mamy —2%‘3 =1.

Stad b = —6.

Cwiczenie 3

Wyznacz wspolezynnik b funkeji kwadratowej f, jesli prosta [ jest osig symetrii
paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) f(x)=22+bxr+4, I: =2 c) f(x)=222+bx—1, I: z=—1
b) f(2)=—224+bx -3, I: x =14 d) f(z)= —%IQ +br—T7 I x=—6



Cwiczenie 4
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wykresem funkeji f jest parabola o wierzcholku (3,—2). Wiedzac, ze
punkt (4, 1) nalezy do tej paraboli, zapisz wzoér funkcji f w postaci ka-
nonicznej i ogolne;j.

Za,uwaznl}f, 70 f ( ;17) — a( A 3)2 . wykorzystujemy postaé kanoniczng funkcji f
Stad 1 = a(4—3)2 — 2, czylia =3.  korzystamy z tego, ze f(4) =1

Zatem posta¢ kanoniczna funkcji to f(z) = 3(x — 3)% — 2, a postaé¢ ogdlna
f(z) = 3z — 18z + 25.

N

Dana jest funkcja f(x) = ax? + bx + c. Zapisz wzér funkeji f w postaci
kanonicznej i wyznacz wspolczynniki: a, b, ¢, jesli do paraboli bedacej jej
wykresem nalezy punkt P, a wierzcholkiem tej paraboli jest punkt W.

a) P(0,2), W(2,0) c¢) P(3,1), W(0,3) e) P(2,1), W(1,2)
b) P(0,0), W(=1,—1)  d) P(=2,0), W(=1,3)  f) P(1,2), W(2,4)

1. Wykres funkcji f(x) = 2% + bz + ¢ jest symetryczny wzgledem prostej [
i przecina 0§ OY w punkcie P. Wyznacz wspoélezynniki b i c. Zapisz wzor
funkcji f w postaci kanonicznej.

a) l: =1, P(0,1) c) l: x
b) l: x=-4, P(0,2) d) l: =

3, P(0,—6)
. P(0,—4)

b =

Uwaga: Prosta |, ktora jest osig symetrii wskazuje pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli p.



2. Zapisz wzor funkeji kwadratowej y = ax? 4+ 6z — 8 w postaci kanonicznej,
jesli jej wykresem jest parabola o wierzcholku, ktorego pierwsza wspol-
rzedna jest rowna x,,.

8) Tp——3 ¢) z,=—6 &) .=
b) @ —3 d) @—=12 B) =

oo

(R [V]

3. Zmnajdz wspolezynniki b i ¢ funkcji kwadratowej y = 22 + bz + ¢, majac
dane wspoélrzedne wierzcholka (x,,y,) paraboli bedacej jej wykresem.
a) (2,4) c) (1,-1) e) (10,0)
b) (—1,-3) d) (0,3) f) (—4.4)

4. Zapisz wzoér funkeji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres, podaj
przedzialy monotonicznosci i zbior wartosci.
a) f(x)=z>—-6z+2 c) f(z)=22%2+8x+4 e) f(z)=

24249
b) f(zx)=2>+2x -3 d) f(z)=-222+2z f) f(x) ‘

1.

2L
1.2
1

Réwnania kwadratowe

Przykiad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 9 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: 422 — 9 = (2z + 3)(2z — 3).
(2r+3)(2x—-3)=0
3

czyli 2z +3 =0 lub 22 — 3 =0, zatem = = —3 lub z =

(R[]

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.
a) 160> =25=0 b)4—-1002>=0 ¢) 42°—-121=0 d) 32°—-81=0

TWIERDZENIE

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

1. Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa pierwiastki:

VA _ —btVA

1= 2a '’ - 2a
2. Jesli A = 0, to ré6wnanie ma jeden pierwiastek:
b
Ig = —E

3. Jedli A < 0, to rownanie nie ma pierwiastkéow.

-




Cwiczenie 2
Przeczytaj przedstawione w ponizszej ramce rozwiazania trzech réwnan.

a) 322 —42r—-2=0
A=(—4)2—4-3-(—2) = 16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma

dwa pierwiastki.
P VA =40 = 24/10
_ —b-VvA _ 4-2V10 _ 2-V10 _ —b+VA _ 442V10 _ 2+V/10

=" 6 3 2 2a 6 3
b) 42* +6x+ 3 =0
A=6>—4-4. % = 36 — 36 = 0, rownanie ma zatem jeden pierwiastek

podwojny. b -6 3
Ip = — =

T 2¢ 8 4
c) Tx2—=3x4+2=0

A=(=3)?-4-7-2=9-56 = —47 < 0, wiec r6wnanie jest sprzeczne.

Rozwiaz réwnanie.

a) 2e2+7r+3=0 c) 2822 —4x+1 =0 e) —3z2+2x—-3=0

b) 422 -z —-5=0 d) —z2+4+6z+1=0 f) 622 —-2x—1=0

1. Rozwiaz réwnanie.
a) 202 =92 —35=0 d) 522 — 6z +6=0 g) 32 +a+1=
b) 42 —132+3=0 e) =222 +5xr—3=0 h) IQ—%—%:O
c) =622+ 13x+5=0  f) 40 +1224+9=0 i) ;2°-%+5=0

2. Rozwigz réwnanie.
a) 202 +3=—-Tx d) —2r—-3224+6=0 g) 11(2>+5)==x
b) x + 10 = 322 e) br* =2 -2z h) 2>+ 2 =42+7
c) 1622 +242x =—-18 f) ba?=8x—5 i) 322 +1="Tx



TWIERDZENIE

Dany jest tréjmian kwadratowy y = az? + bz + c.

e Jesli A > 0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(x — x1)(x — x9), gdzie z,, x5 sg pierwiastkami tego tréjmianu.

e Jesli A = 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(x — x¢)?%, gdzie ¢ jest pierwiastkiem podwdjnym tego tréjmianu.

e Jedli A < 0, to tréjmianu nie mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe.

&

Przykiad 2

Przedstaw tréojmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.
a) y=2r%>+5x—3
A =25424 =49, VA =7, zatem:
. o N . . (N
Ir, = —4 = 3, Ty = 1 — 5
1

Posta¢ iloczynowa: y = 2(x + 3)(x — 3).

b) y=22-2zr-1
A=4+4=38, VA =22, zatem:

;171=2_§‘/§=1—\/§, I2=2+§\/§=1+\/§

Postaé iloczynowa: y = (z — (1 — ﬂ))(r —(1+ \/5)) ktora mozemy za-
pisaé: y = (z — 1+ V2)(z — 1 — V2).

c) y=—-2a22+xr—-4
A =1-32=-31 < 0, wiec trojmian nie ma pierwiastkow i nie mozna go
rozlozy¢ na czynniki liniowe.

Cwiczenie 4

Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.

a) y=2z%+5r—3 c) y=—-2%2+5z+ 14 e) y=1222 + 11z + 2
b) y =32 — Tz +2 dy=—-422-z+3 f) y=622—-13z+5

Cwiczenie 5

Przedstaw (jesli to mozliwe) tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.
a) y=a22+3x—1 ¢) y=222—3z+4 e)y=—;r2—21r+%
b) y=22%2-2zx -1 d) y=-5224+z+1 f) y=—722+ 10z —4

Cwiczenie 6
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.

a) y="5z%—- 3z b) y=1622 -1 c) y=9z2—-8



Y |
Znajomos¢ miejsc zerowych xq, x9 funkcji kwa- \ T | /
I

dratowej pozwala wyznaczy¢ o$ symetrii paraboli wlwm X
i wspolrzedna z,, jej wierzcholka, gdyz z,, = H5%2. |

Przykiad 2

Wyznacz trojmian kwadratowy, ktorego pierwiastkami sa liczby 2 i 4, a zbio-
rem wartosci jest przedzial (—2;00).

Tréjmian zapisujemy w postaci iloczynowej y = a(x — 2)(x —4). Wyznaczamy

wspolrzedne wierzchotka: z,, = % = 3, yp» = —2. Podstawiamy = = 3

iy=—2dowzoruy=a(x—2)(xr—4)iotrzymujemy —2 = a(3 — 2)(3 —4),
skad a = 2. Zatem tréjmian ma posta¢ y = 2(xz — 2)(x — 4).

Cwiczenie 2

Wyznacz trojmian kwadratowy o pierwiastkach x;, x5 i zbiorze wartosci Y.
a) r1=—1, 20 =3,Y = (—4;00) c) 11 =-8,20=2Y = (—00;10)
b) 11 =—4, 1 =0,Y = (—00;2) d) 21 =0,29=6,Y = (—6:00)

Cwiczenie 3

Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli oraz wspolrzedne jej wierzchotka.
a) y=x(xr—6) ¢) y=3(z+6)(x—2) e) y=(2z+1)(2z — 3)
b) y = —x(x— 10) d) y=-2(x+3)(x—4) f) y= (42— 1)(5 — 4x)

1. Na rysunku przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkcji kwadra-
towej f. Wyznacz wzor tej funkcji w postaciach iloczynowej i ogélne;j.

Ypo.a} 1 g = fY‘
P(-3.3)
—1 9 \/3 X

—/41 O\ x

2. Wyznacz w postaciach iloczynowej i ogélnej réwnanie paraboli przecho-

dzacej przez punkty: A, Bi C.
a) A(1,0), B(4,0), C(3,—4) c) A(-5,0), B(—3,10),C(2,0)
b) A(—6,0), B(2,0), C(0,—6) d) A(0,-9), B(1,0), C(3,0)



3. Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktéra jest wykresem funkcji
kwadratowej f. Znajdz drugie miejsce zerowe tej funkcji. Wyznacz wzoér
funkcji f w postaciach iloczynowej i kanoniczne;.

a) 1Y 3 [ b) Y c)

Y
: —r
0 I X | \ 2
| : —iﬁ : x
| }
| /4 -2 O X :
|
! \/
_4_ _____ _3 |




Nierownosci kwadratowe

Przykiad 1

Rozwigz nier6wnoéé —a? + 2x + 3 > 0.

Z wykresu funkcji y = —a? 4+ 22 + 3 (rysuneck obok)
odezytujemy, ze —22 +2x + 3 > 0 dla z € (—1;3).

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwiazania nieréwnosci kwadrato-
we] nie potrzebujemy dokladnego wykresu odpowiedniej
funkcji, wystarczy znajomosé je] miejsc zerowych 1 infor-
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedace] wykresem tej
funkcji, sa skierowane w goére, czy w dol.

Przykiad 2

Rozwiaz nieréwnosé.

a)

b)

222 — 62 >0
W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkeji y = 22? — 6z rozwiazujemy
réwnanie 222 — 6z = 0, czyli 22(x — 3) = 0. Zatem = 0 lub = = 3.

Rozwigzania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ra-
mionach skierowanych do géry (wspdlczynnik przy z? jest dodatni), prze-
chodzaca przez zaznaczone punkty. Z wykresu odczy- +\ / +

tujemy: 222 — 62 > 0 dla x € (—o00;0) U (3;00). B X

—2243x—-12>0

Rozwigzujemy réwnanie —z? 4+ 3z — 1 = 0.

-3-V5 __ 3+V5
-2 - 2

_ =345 __ 35
= 28,

A=9—-4=5, zatem: 1, = Ty = =5

Rozwiazania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ra-

mionach skierowanych w dél (wspélezynnik przy a2 jest ujemny), przecho-
dzaca przez zaznaczone punkty. Z wykresu odczy-

tujemy: /4\

—2243r—1>0dlazxc€ <%§ 3+2 5>. _/3_2‘/3 3+2‘/£\_X




Cwiczenie 1
Rozwiaz nieré6wnosé.

a)3r2—-2r—-12>0 b) =22 4+2x4+4>0 c)2r’ 4+ —-1<0

Przykiad 3
Rozwiaz nieréwno$é —a? +2r — 1> 0.

Rozwigzujemy réwnanie —x2 + 2x — 1 =0, czyli —(2 — 1) = 0. Zatem = = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie réGwnania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dél.

Z wykresu odczytujemy: —z? +22x — 1> 0dla x = 1. /i\ X

Przykiad 4

a) Rozwigz nieréwno$é 5% — 3z + 2 < 0.

A=9—-4-5-2=-31<0

Wspélezynnik przy z? jest dodatni oraz réwnanie

5x% — 3x + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola

znajduje sie zatem nad osiag OX, a to oznacza, ze .

nieré6wnos¢ jest sprzeczna.
b) Rozwigz nieréwnosé¢ —3z2 + 2z — 1 < 0.

A=4—-4-(-3)-(-1)=-8<0
Wspolezynnik przy z? jest ujemny oraz réwnanie X

—322 + 2 — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola
znajduje sie zatem pod osig OX, a to oznacza, ze nie-
rownosc jest prawdziwa dla dowolnego z, czyli € R.

Cwiczenie 2
Rozwiagz nieré6wnosc.
a)dr + 4z +1>0 b) 22 4+z+1<0 ¢) =222 +v22x-1<0

Przyktad 5
Rozwiaz nieréwnosé 2(2 — x) < —x(x — 3).

4 —2¢ < —;1’,2 + 3xr  wykonujemy mnozenie
przenosimy wszystkie wyrazy
na lewg strone

r? -5x+4<0
Rozwigzujemy réwnanie 22 — 5z + 4 = 0 i otrzymujemy /

x =1 lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy, ze

niero6wnos¢ jest spelniona dla x € (1;4). Nt X



3. Rozwigz nieré6wnosé.
a) —2172—|—6;1’—%<0 c) 22 4+2x4+2>0 e) ZIQ—I—I—%QO
b) =322 +2x—3<0 d) —922+2x—5<0 f) —42®+122—-9>0
4. Wyznacz zbior argumentow, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze niz funkcja g.
a) f(z)=—2>+4x+1, g(z)=32>+4z
b) f(z) =322+ -2, g(xz)=22-22

5. Rozwiaz nieréwnos¢.
a) 22 —3x+1> —22 422+ 8 c) (2z —2)(xz - 3)

< (z—=3)(xz—4)
b) (22 —2)2 > (32 — 2)(x — 3) d) Bz—-1)(z+2) > (z—

3)(2z —1)
Uwaga do zadania 4: Nalezy utozy¢ nieréwnos¢ postaci f(x)>g(x), a nastepnie wstawi¢ do niej postaci funkcji i rozwigzac

nieréwnos¢. Gdyby pytano o te argumenty dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci mniejsze niz funkcja g nalezy utozy¢
nieréwnos¢ postaci f9x)<g(x).



DEFINICJA

FUNKCJA LINIOWA

Funkcje okreslong wzorem y = ax + b dla z € R, gdzie a i b sa stalymi,
nazywamy funkcjg liniowa.

Uwaga. Wzér funkeji liniowej mozemy réwniez zapisa¢ w postaci f(x) = ax + b.

Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Aby naszkicowa¢ wykres funkcji linio-
wej, wystarczy znalez¢ dwa nalezace do niego punkty i poprowadzi¢ przez nie
prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi tylko jedna prosta).

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkcji y = %I — 1.

Dla x = 0 mamy y =
Dla z = 3 mamy y =

0—-1=-1.
-3 —-1=4.

Lol ot oot

Otrzymane wyniki mozna przedstawi¢ w tabeli.

z| O 3
y| —11] 4
Przyktad 3

punkty (0, —1) i (3, 4) naleza
do wykresu funkcji

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji y = 3.
Do prostej bedacej wykresem tej funkcji naleza wszyst-
kie punkty o wspélrzednych (z, 3), gdzie x jest dowolng

liczba rzeczywista. Zauwaz, ze ta prosta jest rownole-

gla do osi OX.

Y y=3
0 3



Przykiad 1 Yy

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji

liniowych: y =2z, y=2x4+2 i y=2x— 3.

Funkcje te maja ten sam — réwny 2 — wspolczyn-
nik kierunkowy. Proste bedace ich wykresami sa
rownolegle. Zauwazmy, ze prosta y = 2xr + 2 mo- - T A -
zemy otrzymac, przesuwajac prosta y = 2x o dwie - VAN N
jednostki w goére. Prosta y = 2x — 3 mozemy otrzy-

mac, przesuwajac prosta y = 2x o trzy jednostki

| 1
e /77
Cwiczenie 1

W tym samym ukladzie wspolrzednych naszkicuj wykresy funkcji liniowych:
y=3r,y=3r+1,y=3x+31y =3z - 2.

Wykresy funkcji liniowych o tym samym wspolczynniku kierunkowym sg
prostymi rownoleglymi.

Cwiczenie 2
Naszkicuj w jednym ukladzie wspoélrzednych te sposrod prostych: 1y, ls, I3, 1y,

ktore sa rownolegle do prostej y = —%;1:.

li:y = —%;1? +1, lpry= %;1?—}- 2, lg:y= —%;1?— 2, lysy=—-05x—3

Przykiad 2

Wyznacz réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt P(3,5) i rownoleglej
do prostej k: y =2x — 7.

Prosta [ jest rownolegla do prostej k, ma wiec ten sam wspoélezynnik kierun-
kowy rowny 2. Zatem [l: y = 2x + b dla pewnego b € R. Podstawiamy do
rownania wspolrzedne punktu P: 5 = 2-3+ b i otrzymujemy b = —1. Prosta [
ma zatem réwnanie y = 2x — 1.



Cwiczenie 3
Wyznacz réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej do
prostej k. Naszkicuj prosta (.

a) iy=22—7, P2.1) ¢) kry=3x+6, P(—2,-5)

b) k:y=-3x+6, P(1,-1) d) k:y:%:l?—\/i, P(%,O)
Przykiad 3

Wyznacz punkt przeciecia wykresu funkeji y = g-:l‘- + 3 z osig OY.

Jesli podstawimy z = 0 do wzoru funkcji, to otrzymamy rzedna punktu,
w ktorym jej wykres przecina o$ OY.

Zatem y = % -0+ 3 = 3, czyli wykres przecina os OY w punkcie (0, 3).

Cwiczenie 4
Wyznacz punkt przeciecia wykresu funkeji z osig OY'.
a) y=5x—9 b)y=—6z+3 C)y=%$+\/§ d) y=—v3z

Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej y = ax + b przecina o§ OY
w punkcie (0,b).

3. Wyznacz wzor prostej [, ktora przechodzi przez punkt P i jest rownolegla
do prostej k. W jakim punkcie prosta [ przecina os OY?

a) k:y=4x—2, P(0,5) ¢) k:y=—-3x+6, P(—6,5)
b) k: y= -3z +4, P(1,8) d) k: y=+3x -3, P(2V3,6)

Miejsce zerowe funkgcji liniowej

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = 22 + 3.
Jej miejsce zerowe jest rowne —%. Aby je wyznaczyd¢,
rozwiazujemy rownanie 2z + 3 = 0.

Jesli a # 0, to funkcja liniowa y = az + b ma jedno
miejsce zerowe: —%.




Przyktad 1

Wyznacz punkty, w ktérych prosta y = —%;r + 2 przecina osie ukladu wspol-
rzednych. Oblicz pole tréjkata ograniczonego ta prosta i osiami uktadu wspél-
rzednych.

Aby wyznaczy¢ punkt, w ktorym prosta przecina o§ OX, znajdujemy miejsce
zerowe funkcji, ktorej jest wykresem:

—é;l‘--l-QZO., stad r =4 Yy
Zatem prosta y = —3x + 2 przecina:
— 08 OX w punkcie A(4,0),

— 0% OY w punkcie B(0,2).

Szkicujemy prosta y = —3 + 2 (rysunek obok).
Pole trojkata AOB: P = % 4.2 =4.

Cwiczenie 3
Wyznacz punkty, w ktéorych prosta [ przecina osie ukladu wspolrzednych.
Oblicz pole trojkata ograniczonego tg prosta i osiami ukladu wspoélrzednych.

a) l: y=2r—6 b)l: y=—32—2 ¢) b y=32x+3



Monotoniczno$¢ funkgji liniowej

iy N\ vy
1 1

. N -

/01 X OI\X o] 1 X

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkeji liniowej,
ktérej wartosci rosna wraz
ze wzrostem argumentow.

DEFINICJA

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji liniowej,
ktérej wartosci maleja wraz
ze wzrostem argumentow.

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji linio-
wej, ktoéra przyjmuje sta-
le t¢ sama wartosc.

Funkcje f nazywamy:

f(z1) = f(xa).

.

— rosnacy, jesli dla dowolnych argumentéw z;, xo spelniony jest warunek:
jesli x; < x9, to f(x1) < f(xq),
— malejacg, jesli dla dowolnych argumentow x;, x9 spelniony jest warunek:
jesli x; < x9, to f(xq) > f(xq),

— stalg, jesli dla dowolnych argumentéw x,, xo prawdziwa jest rownosc:

Funkcje rosnace, malejace i stale nazywamy funkcjami monotonicznymi.



To, czy funkcja liniowa jest rosnaca, malejaca czy stala, zalezy od jej wspol-
czynnika kierunkowego.

TWIERDZENIE

Funkcja liniowa f(x) = ax + b jest rosngca dla a > 0, malejaca dla a < 0,
stala dla a = 0.

Cwiczenie 4
Dany jest wykres funkcji f(z) = ax + b. Podaj znaki wspolezynnikéw a i b.

a‘) }/’ A b ) }-’ A C) }’ A

/ 1 / fo1
0 \1\x: /0/1 ~ \\Ql\f

Cwiczenie 5
Okresl monotonicznosé funkeji f.

a) f(x)=5bx—12 b) f(z)=8—-3z c¢) f(z)=(3—-2V2)z d) f(z)=-3

ZADANIA

1. Wyznacz punkty, w ktorych prosta przecina osie ukladu wspoélrzednych.
Naszkicuj te prosta.

a) y=xr+5 c) y

y=-2r+4 e) 3r—06 g) yz—%;r—i—:}
b) y=2r—4 d) y

2

y:
%;1?—3 f)y=—:17+% h)y=§r—4

2. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkcji: f, g i h.
Okresl monotonicznosé kazdej z tych funkcji.

a) flx)=ax—4, g(x)= —%;17 —4, h(x)=-4
b) f(z) = —-0,5243, g(z)=3, h(z)=0,75z + 3
3. Podaj miejsce zerowe funkcji oraz zbior argumentéw, dla ktorych przyj-
muje ona wartosci ujemne.
a) y=3r—6 b) y=6x + 4 C)y:—%I-I-Q d)y=\/§;r.—|-4

Aby wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty A(xa, ya) i B(xs, ys) nalezy wstawic ich
wspotrzedne do réwnania funkcji y=ax+b i rozwigzaé uktad rdwnan z niewiadomymi a i b, wyznaczajac
wspotczynniki funkcji.



Przyktad: wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A(3, -2) i B(-1, 1). Gdy wstawimy wspodtrzedne
punktu A do wzoru otrzymujemy rownanie -2 = 3a+b. Gdy wstawimy do wzoru wspétrzedne punktu B
otrzymujemy 1 = -a+b. Po rozwigzaniu uktadu réwnan:

N {—2 = 3a+b

1 = —a4b Dalej po wyznaczeniu a wstawiamy za a do dowolnego réwnania uktadu liczbe — 0,5,

by wyznaczy¢ b: 1=- (- 0,5) +b, stad 1 = 0,5 +b, a stad b = 1- 0,5, czyli b=0,5.

-1=2a/:2
a=-0,5 Zatem funkcja ma postaéy =-0,5x +0,5.

2. Wyznacz réwnanie prostej przedstawionej na rysunku. Sprawdz, czy punkt
(—=10,—5) nalezy do tej prostej.

Cwiczenie 1

Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty C'i D. Czy ta prosta
jest wykresem funkcji liniowe;j?

a) C(1,4), D(3,6) c) C(—4,4), D(-2,3) e) C (% ), D(5,2)
b) C(-3,4), D(-3,6) d) C(=5,-3), D(7,-3) f) C(8,-2), D(8,6)

6. Naszkicuj prosta o podanym réwnaniu. Wyznacz punkty, w ktorych prze-
cina ona osie ukladu wspolrzednych.

a)2r—y+2=0 ¢) —3x+1y—2=0 e) —4(y—jz) =16

b) 10z +5y—5=0 d) %1?—%3;—2%:0 f) 2(1—%;9)—4;1’=0

Podpowiedz: wyznacz z réwnania y.



TWIERDZENIE

Proste y = axz + b (a # 0) i y = a1z + b; sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy a; = —1 (czylia-a; = —1).

a

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadle.

a) .y,‘ b) Y C) Yl
/ \ L
by A \ g2
\'\”’1“7"/‘0,5 1/ i 1.bax T /,/ 1 7
A 1 Pradili .
Ol/1 X ol \ X 1 X
1 2 '>) = _3%:1: n 1\
y =313 7T 3 ;‘ \
7 o
% \ \
Przykiad 2 \\ ¥
Prosta k£ ma réwnanie y = %1? + 2. Wyznacz P i
rownanie prostej [ prostopadlej do prostej k o
i przechodzacej przez punkt P(—3,4). \\ -
Roéownanie prostej [ ma posta¢ y = —%;1’. +b Poa
(poniewaz [ L k). Podstawiamy do réwnania -
wspolrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy A i O -
4=—3.(=8)+b,stad b= —1. N
Prosta | ma zatem réwnanie: y = —3x — 1.

Cwiczenie 4

Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do podanej prostej i przechodzacej
przez punkt P.

a)y=—-3x+2, P(0,-1) b) y==0]1=z, P{1,9) e)g= %a‘ +9, P(3,2)

8. Okresl monotonicznosé funkeji f w zaleznosci od parametru m.
a) f(x)=(m—=3)z+6 b) f(z)=(m+3)z c¢) flz)=4-2m)z—7T

2. Okresl monotonicznosé¢ funkcji f w zaleznosci od parametru m.
a) flx)=(m+3)xz -7 b) f(z) =(6— 2m)z+9

Zadanie:

a) Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(x) = ( -2m+3)x-2 i g(x) = (5m+2)x-9 sg rownolegte?
b) Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(x) = ( -2m+3)x-2 i g(x) = 5x-9 sg prostopadte?



Przed obowiazkowa matura z matematyki

Test

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

1.

jedna odpowiedz jest prawidlowa.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- r

cji liniowej o wzorze: P

A. f(z) =32 +2, flz)=3z+1, .0 1 SN Y
: f(;lf):—5;1-+2. f( = —%:{:+1.

Przez ktorg ¢wiartke uktadu wspolrzednych nie przechodzi wykres funkcji
f(x) = —2o — 47

Al B. II C. III D. IV
Miejsce zerowe funkeji f(z) = V2z + 4 jest réwne:

A. —=2V/2, B. \/‘". C. 2. D. 2V/2.

Prosta przechodzaca przez punkt (—1,6) i przecinajaca o§ OX w punkcie
o odcietej 1 przecina o5 OY w punkcie:

A. (0,3), B. (0,2). C. (0,-3), D. (0,—6).
Punkt A(2k,7) nalezy do wykresu funkcji f(z) = 2z + 1 dla:

A k=2, B. k=3, C. k=1, D. k=T
Do wykresu funkeji f(x) = —2 + 6 nie nalezy punkt:

A. (=8,12). B. (5%,2), C. (—=16,15),  D. (—32,30).

Proste y = 3z + 3m iy = (2m + 1)x + 6 sa prostopadle, gdy:

A.m=0, B. m=-1, C. m=—%, D. m=—%.
o ) H+2y=4 :
Rozwiazaniem ukladu réwnan _ jest para liczb:
20 — 3y =0
A z=12,y=38, C. z2=8,y=12,
B. z=-12, y = -8, D.z=4y=4.

Pierwsze réwnanie ukladu rownan ma postac¢ 2x — 3y = 2. Uklad ten jest
sprzeczny, gdy drugim jego réwnaniem jest:

A. 2z — 4 = 3y, C. z=3y+2,
B. 2 —y =2, D. x—1=1)5y.



FUNKCIJE

Dziedzina i miejsce zerowe

Przykiad 1
Dziedzing funkcji f(x) = % jest zbior D = R \ {2}, poniewaz dla z = 2
mianownik jest rowny 0.

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine funkcji f.

D i@ =t b=t O f@ =g d) f) = S

Przykiad 2
a) Dziedzing funkcji f(x) = +2 + -1 jest zbior D =R\ {-2,3}.
b) Dziedzing funkcji f(x) = 7= jest zbior D =R\ {0,4}.

Cwiczenie 2
Podaj dziedzine funkcji f.

oy 1 1 N T+3 N 2z
) f@) =t ) fe) = 2 ) f(r) = s
Przykiad 3
a) Podaj dziedzine funkcji f(z) = v/1 + x.
Musi zachodzié¢ nieréwnosé 1 4+ x > 0, czyli > —1. Zatem D = (—1;00).

b) Podaj dziedzine funkcji f(z) = /1 + 22.

Nieréwnosé 1 + x? > 0 jest zawsze spelniona, zatem D = R.

Cwiczenie 3
Podaj dziedzine funkcji f.

a) f(r)=+vx—8 b) f(x)=vV3—=x c) flz)=+v—-x



Przykiad 4
z%-16
2r—-8 °

a) Podaj miejsca zerowe funkcji f(z) =

Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R\ {4}. Zauwaz, ze 2? — 16 = 0, gdy
r = —4 lub z = 4. Ale jedynie liczba —4 jest miejscem zerowym funkcji f,
poniewaz 4 ¢ D.

r+2
vr—1 ’

Funkcja f jest okreslona, gdy x — 1 > 0, zatem D = (1;00). Zauwaz, ze

b) Podaj miejsca zerowe funkcji f(x) =

r+2=0dlaxz=-2oraz —2 € D, wiec funkcja nie ma miejsc zerowych.

Cwiczenie 4

Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

a) fla) = T2 ¢) fla) =222 ) f(z) = 72
b) f(z) = 5';2__24 d) f(x) = 11_2; f) fz)= \/a%

Monotonicznos¢ funkgji

1. Dany jest wykres funkcji f: (—3:6) — R. Podaj przedzialy monotonicz-
nosci tej funkcji.

by vy




Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu

Z ponizszych wykresdw odczytaj dziedzine, zbidr wartosci funkcji, jej miejsca zerowe,
najmniejszg i najwiekszg wartos¢, przedziaty monotonicznosci oraz przedziaty, w ktérych
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne.

a)







Przesuwanie wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu

Przykiad 1
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji: y = g2, y = g2 + 2
oraz y = zx? — 3.

Wykresy funkcji: y = 122 +2 iy = 12® — 3 mozna otrzymac przez przesuniecie

wykresu funkeji y = $2? wzdluz osi OY o odpowiednig liczbe jednostek.

TWIERDZENIE

Wykres funkcji y = f(z) 4+ ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w gére wzdluz osi OY .

Wykres funkcji y = f(z) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w dél wzdluz osi OY'.

Przyklad 2 L N B OF 3 B i I
Jedli przesuniemy wykres funkcji y = s TR N 0 = ;
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy-

kres funkcji y = 12 + 2.

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = %;17

o 3 jednostki w dél, to otrzymamy wy-

kres funkcji y = 12 — 3.

1. Dany jest wykres funkcji y = f(x).
Naszkicuj wykres funkcji:

a) y= f(z) +2,
b) y = f(z) - 2,
c) y=f(z) —3.




Przykiad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22

oraz y = (x — 2)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabeli wartosci funkcji.

T -3 -21-1| 0 1 2 3

y = a2 9 4 1 0 1 4 9

T —-1] 0 1 2 3 4 D

y=@z-22|9 |41 |0o|1|4a]09

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x—2)? mozemy otrzymadé przez przesuniecie

wykresu funkcji y =

Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykresy funkeji y = 2

oraz y = (x + 3)? naszkicowane na podstawie od-

powiednich tabeli wartosci funkcji.

T —6(-5|-4|-3]|-2|-1| 0
y=(x+3)2| 9 4| 1[0 ]| 1|4]09

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (z + 3)? mo-
zemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji

y = 22 0 3 jednostki w lewo wzdluz osi OX.

TWIERDZENIE

2% 0 2 jednostki w prawo wzdtuz osi OX.

Wykres funkcji y = f(x —
(

Wykres funkcji y =

\

p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

f(z + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

3. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:(—4;3) — R. Naszkicuj wykres funkcji
g i podaj jej dziedzine.
a) g(x) = f(x—2)
b) g(x) = f(x — 3)




Przykiad 1

Naszkicuj wykresy funkcji y = ;2% iy = — a2

Uzupelniamy tabele < 4|1 -2]1-11] 0 1 2 4

wartosci funkcji y = i It A 1 i 0 i 1 A

dla y = r oraz dla e - :

yo—1 b y=—2la2| —a| -1 | -1 0 [-1]|-1]-4

Dla poréwnania wykresy tych funk-
cji narysowano w jednym ukladzie
wspolrzednych. Zauwazmy, ze wy-
kresy funkcji y = 112 iy=-— 1.1‘.2
sa symetryczne Wzgl(gdem osi OX

— punktowi P(z,y) nalezacemu do
12

wykresu funkcji y = odpowiada

punkt Q(z, —vy) I]&leZQCV do wy-

kresu funkcji y = —122.

TWIERDZENIE

Wykres funkcji y = — f(2) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkeji y = f(z) wzgledem osi OX.

Przykiad 2
Na rysunku obok przedstawiono

wykres funkeji y = f(x) (kolor

czerwony) oraz wykres funkcji

y = — f(x) (kolor niebieski).




Cwiczenie 2
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji f: (—6;4) — R. Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = — f(x). Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

Zadanie

Naszkicuj wykres funkcji

a) flx)=(z—-2)"~1 b) flz)=(x+3)*~-2 ¢ fla)=(z+1)°+1
Zadanie

Naszkicuj wykresy funkcji: f(x-1)+2, f(x+2)-1, f(x-3), f(x)+2, f(x+1), f(x)-1, jesli wykres funkcji f
przedstawiono na wykresie:

4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y} . p _—T
cji f: (0;00) — R danej wzorem f(x) = /x. 1
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej dzie- .
dzine i zbiér wartosci. o1 . @ X

a) glxr)=vVr—14+3 b)glx)=vzr+4—-2 ¢) glz)=vr+1-1




Przykiad 4
Naszkicuj wykres funkeji f: (0;00) — R danej za pomoca wzoru f(x) = \/x
oraz wykres funkeji g: (—o00;0) — R danej za pomocg wzoru g(x) = /—z.

9 A2 O O O

Zauwazmy, ze wykresy funkcji f i g sa symetryczne wzgledem osi OY — punk-
towi P(z,y) nalezacemu do wykresu funkeji f odpowiada punkt Q(—z,y)
nalezacy do wykresu funkcji g.

TWIERDZENIE

Wykres funkcji y = f(—z) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OY .

Przykiad 5

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji y = f(x) (kolor czerwony) oraz wy-
kres funkcji y = f(—z) (kolor niebieski).

Zwroé uwage na to, ze dziedzing funkcji
y = f(x) jest zbior (—5;3), a dziedzing
funkcji y = f(—x) — zbiér (—3;5).

Cwiczenie 5

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie kolejno wykresy funkcji g i h.
a) f(z) =lal, g(x) = f(x—2), h(z) = f(—2—2)

b) f(z) =22, g(x) = f(x+2), h(z) = f(—z +2)



1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji
g(x) = — f(x) oraz podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

2

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f. Okresl dziedzine i naszkicuj
wykres funkeji g(z) = f(—x).

W)

a)

3. Dany jest wykres funkcji f: (—4;4) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
Sci, miejsca zerowe i zbior argumentéw, dla ktorych funkcja f przyjmuje
wartosci dodatnie.

ol 1

4. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f: R — R danej wzorem:

1 dla z € (—o0; —3)
f(z)=< |z| -2 dlazx e (-3;2)
—1 dlaz € (2;0)

Naszkicuj wykres funkcji g(z) = f(—x). Podaj jej wzoér, a nastepnie od-
czytaj z wykresu rozwiazanie:

a) réwnania g(x) = 0 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(x)
)

¢) réwnania g(x) = —1 i zbiér rozwigzan nieréwnosci g(z) < —1.

< 0,
b) réwnania g(x) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(x) < 1,



ROWNNIA WYZSZYCH STOPNI

Przykiad 1

a) Rozwigz réwnanie 223 — 250 = 0.

[ W]
~
w
|
]
o
o
o

Jedyna liczba spelniajacg rownanie jest v/125, czyli ¢ = 5.

b) Rozwigz réwnanie 523 4+ 40 = 0.

5x°=—40 /:5

r’ = —8

[¥]

Jedyna liczbg spelniajacg réwnanie jest v/—8, czyli x = —2.

Cwiczenie 1
Rozwiagz réwnanie.

a) 72 —56 =0 c) 822 —1=0 e) 523 +0,625=0
b) 22° +54 =0 d) 2723 +8=0 f) 322 —192=0
Przyktad 2
a) Rozwigz réwnanie 23 — 4z = 0.
a( r2 4)=0 wylaczamy z przed nawias
r=0luba?-4=0
Réwnosé 22 — 4 = 0 zachodzi, gdy = —2 lub z = 2.

Zatem réwnanie ma trzy rozwigzania: —2, 01 2.
b) Rozwiaz réwnanie 2 + 9z = 0.
.I?( 72 + 9) =0 wylaczamy z przed nawias
r=0lubz24+9=0

Réwnanie 22 + 9 = 0 jest sprzeczne.
Zatem jedynym rozwigzaniem jest liczba 0.

Cwiczenie 2
Rozwiagz roéwnanie.
a) 23 —9x =0 c) 423 —x =0 e) =3 = 36z

b) 23 + 642 =0 d) 923 +2=0 f) 2% = —4x



Przyktad 3

Rozwigz réwnanie x(x + 2)(x — 3) = 0.

a-b-c= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

snosci i otrzymujemy: d=Uhibb=0hbec=10

Korzystamy z podanej obok wla- |\
z=0lubz+2=0lubzxz-3=0.

Zatem rownanie ma trzy rozwiazania: 0, —2 i 3.

Cwiczenie 3
Rozwigz rownanie.

a) z(r—2)(x—4)=0 d) (z4+1)(z+9)(3x—-1)=0
b) z(x —5)(x+6)=0 e) (x—9)2x+1)(2x—3)=0
c) x(z+1)2x+6)=0 f) 4z +1)(6x—9)(2x—-8)=0

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 3z3 4 27 =51 d) 2723 4+9=8

b) 6423 4+7=28 e) z(z? +2) =2(z + 32)

c) 23 4 300 = 50 f) z(z2—4) = —4(z +2)
2. Ile rozwiazan réwnania nalezy do podanego przedzialu?

a) 3 — 16z = 0, (—2;6) d) 4z — z3 =0, (—2;4)

b) #® — 25z = 0, (—3;5) e) 4z + z° =0, (—4;0)

c) 22 -3x=0, (-3;3) f) z3 — 6z = 30z, (—8;8)



FUNKCJIA WYMIERNA

Funkcja f(x) = % jest okreslona dla x € R\ {0}. Sporzadzamy tabele wartosci
funkcji f, a nastepnie szkicujemy jej wykres.

o |l | =gt

8
|
>
|
S

&
N
= | =
(NI I
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-11-2]| -4

flx) | -

=
N| =
NO| =
|

Wykres funkcji f(x) = 2, gdzie a # 0, oraz 4
kazda krzywa powstala z tego wykresu przez
przesuniecie rownolegle nazywamy hiperbolj. flz) =<

Wiasnosci funkcji f(x) = %:

[y

a) dla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne (f(z) < 0), natomiast dla x > 0 ol 1 X
— przyjmuje wartosci dodatnie (f(x) > 0),

b) funkcja f nie ma miejsc zerowych,

c¢) funkcja f jest malejagca w przedzialach
(—00;0) 1 (0;00).

Uwaga. Zauwaz, ze funkcja f(z) = % nie jest ma-  Hiperbola sklada si¢ z dwéch
lejaca w zbiorze (—o0;0) U (0; 00). galezi.
Zauwazmy, ze wykres funkcji f(z) = % wzbliza sie” do prostej poziomej y = 0

i do prostej pionowej z = 0. O takich prostych méwimy, ze sa asymptotami
wykresu funkcji. Proste poziome nazywamy asymptotami poziomymi, proste
pionowe — asymptotami pionowymi.

Aby narysowa¢ wykres funkcji g(x) = —%, mozna sporzadzi¢ odpowiednig

tabele wartosci funkeji lub wykorzystaé¢ wykres funkeji f(z) = %

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = — f(x) otrzymujemy, odbijajac syme-
trycznie wzgledem osi OX wykres funkeji y = f(z).

Wiasnoséci funkeji g(z) = —%: Y] 'I
a) dlax < 0 funkcja g przyjmuje wartosci : !
dodatnie, natomiast dla x > 0 — przyj- 9) * 7 |
muje wartosci ujemne, I L
b) funkcja g nie ma miejsc zerowych, o o
c) funkcja g jest rosngca w przedzialach ~——=-+-- ~_0| 1 — jv(-
(—00:0) 1 (0;00), ale nie jest funkcja ™
rosnacg w swojej dziedzinie, i I
d) prosta y = 0 jest asymptota pozioma, flx) = %"
a prosta r = 0 — asymptota pionowa :
wykresu funkcji g. '




1. Do wykresu funkcji f(x) = £ nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.
a) P(4,3) b) P(—3,-3) «¢) P(8—3) d) P(—v2,v?2)

2. Dla jakiej wartosci wspolczynnika a punkt P nalezy do hiperboli y = 27

a) P(—1,8) b) P(4,—16) c) P(-1,2) d) P(-5,—25)

Uwaga: nalezy wstawi¢ do wzoru wspodfrzedne punktu P.

Przykiad 1
Wykres funkcji f(x) = % + 2 otrzymu-
jemy przez przesuniecie hiperboli g(x) = %

o 2 jednostki w gore.

Prosta y = 2 jest asymptota pozioma wy-
kresu funkcji f, a prosta x = 0 — jego
asymptota pionowg. Zbiorem wartosci
funkcji f jest (—oo;2) U (2; 00).

Wykres funkcji y = f(x) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o ¢ jednostek w gore wzdluz osi OY .

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = %, a nastepnie, stosujac odpowiednie przesu-
niecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci funkeji g oraz rownania
asymptot jej wykresu.

1 . 1 ‘
A) g@) =2 +3 b) gx) =2 —1 ) glx) =1 -3

Hi £

Wykres funkcji y = f(x) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o q jednostek w dét wzdluz osi OY.

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci tej funkcji oraz réGwnania
asymptot jej wykresu.

a) flz)=—=—1 ¢) flz) =1+

xT

CRECECRES
8



2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzor funkcji g, jej dziedzine, zbior
wartosci 1 rownania asymptot, jesli wykres funkcji g otrzymujemy przez

przesuniecie wykresu funkcji:

a) f(z) =2 o2 jednostki w gore, b) f(x)

—% o 2 jednostki w dol.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = —% + a. Podaj para-

metr a oraz wszystkie punkty o obu wspélrzednych catkowitych nalezace

do wykresu funkcji f.

a)g

c) | | |
BT
/o ] X

[

4. Dla jakich wartosci wspolezynnika ¢ punkt P nalezy do wykresu funkeji f7
6 ) 1
2) fa) = S +q, P(3,1) ¢) f@) = —L +q, P(Z,-)
2 6 ; ;
b) fx) =2 4q, P(=6,-3)  d) f2) = L +q, P(-VE V)
Przykiad 1 Y4
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ﬁ

Wykres funkcji f(z) = ﬁ otrzymujemy

przez przesuniecie hiperboli g(x) :%

o 3 jednostki w prawo.

Dziedzing funkcji f jest zbior R\ {3}.
Prosta = = 3 jest asymptota pionowa wy-
kresu funkcji f, a prosta y = 0 — jego
asymptota pozioma.

[REy

Wykres funkeji y = f(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.




Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine tej funkcji i rownania asymptot
jej wykresu.

_ 1 2 =1 =2
2) fla)= -2 b) flo) =2 o fla)= = d) f@a) = =3
Przykiad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —I—JlrQ.
Wykres funkcji f(z) = —%H otrzymuje-
my przez przesuniecie hiperboli g(z) = —%

o 2 jednostki w lewo.

Dziedzing funkeji f jest zbiér R\ {—2}.
Asymptota pionowa jej wykresu jest pro-

sta r = —2, a asymptotg pozioma — prosta

y = 0.

Wykres funkcji y = f(x + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine i przedzialy monotonicznosci tej
funkcji oraz réwnania asymptot jej wykresu.

a) f(l‘):—ﬁ c) f(;lf)z—rig e) f(lf)z_;ﬂ
b) fla) = s d) f(z) = 2 f) fl@)= -5

4. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj rownania ich asymptot.

1 1 4 4 ‘
a) f(x)= —— g(x) = o +1 b) f(z) = w1 g(z) = i 2

1. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej przedzialy monotonicznosci.

1 —1 -1 2
a) fe)=—= b) fle)=—5 ¢ fl@)=—75 d) fla)=-5
2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 13 —, jesli jego asymptota pionowa prze-
chodzi przez punkt Q.
2) Q(1,6) b) Q(=3.8) o) Q(.0) d) Q(~2,15)



3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(r) = % dla pewnego a.

i f.Oblicz f(12) i f(—4).

Wyznacz wzor funkcj

5

Przyktad 1

C o . . 2x?—6z+45
Podaj dziedzine wyrazenia ————

2x+8
2r + 8 = 0 dla * = —4, wiec dziedzina wyrazenia jest zbior D = R\ {—4}.

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia.
3
Cwiczenie 2
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = 1 oraz =z = —1.
r+1 2r+4 4x r+3
a) T b) r—3 C.) r2—-9 d) 243

6 r—3 —x249
) 2x+6 d) —2x+7

Tr—>5

Czasami wyrazenie wymierne mozna uprosci¢. Nalezy jednak pamietac¢, ze
dziedzing wyrazenia uproszczonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszcze-

niem.
Przyktad 2
., .. 8x? .
a) Upros¢ wyrazenie % gdzie z € R\ {0}.
82 .
20 =

b) Uprosé¢ wyrazenie ;:__?;3 edzie » € R\ {3}.

r—=3 _ x=3 _ 1
20—6  2(x—3) 2




Cwiczenie 3
Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

7 4z 7 xz=1 ' x
4x 42 2% +4x
b) 212 d) 3x+6 f) x
Przykiad 1
Tl . .. T =2 ..
a) Wykonaj mnozenie —5 "5z gdzie x € R\ {0,2}.
e le=z _Tw _ 1
lez=2 222 222 2x
, . . . 16 z2-9 . .
b) Wykonaj mnozenie i gdzie r € R\ {3}.
16 22-9 816 l(a=3)(x=4+3) _ 82 + 24
x—3 2 1z=3 21 Y

Cwiczenie 1
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj mnozenie.

) 6x ' 43 C) r+1 ) 2r—6
x+3 T2 S x—3 T

by 2244 8x? ) 2=4 12
4x 2x+4 18r 4—=x

Cwiczenie 2
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj mnozenie.

a) 14 I ¢) 2 x—3
742 7 S x2-9 T

24 r—4 2r x%2-36
b) 2—16 3 d) r+6 x2
Przykiad 2

2
x4+4 * 3x4+12°
Zakladamy, ze x +4 # 01 3z + 12 # 0,

zatem x € R\ {—4}.

Wykonaj dzielenie

4 2 oy’

o441 3z+12 e 2

2z—10 3x+3

C) r+1 r—>5
f) 2x+2 _ r—23
r—2 3x+3
o) 42°—1 6
' 4 20—1
3r+42 12
f) 3 9r2—4
a ¢ _a d
b'd b ¢

1
LG o D R

dlab#0,c#£0,d+#0



Cwiczenie 3
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzielenie.

) O . 3 ¢ 18 . -3 o) 9z G
r—2  4x—8 S 2r—6 " 4x—12 244 T 42

-5 10 -6 . 9 1022 . 5
b) 2r+1 ~ 6x+3 d) 3—2x  4x—6 £) r—5 " 102z
Przykiad 3

. .2 .

a) Wykonaj dodawanie = + % gdzie z € R\ {0}.
2,1 _3-2 + 1 _ 6 4+ 1 _ 7 wspolnym mianownikiem
x 3xr 3-x 3z 3xr 3z 3z obu utamkéw jest 3z

v . . . 1 3x RTET _
b) Wykonaj odejmowanie T3 T Bard gdzie r € R\ {-2}.

wspolnym mianow-
nikiem obu utam-
kéw jest 2z + 4

1 3z _ 2 3z 2 3z _ 2-3x
r+2  2x+4  2(z+2) 2z+4 2x+4  2x+4  2x+4

Cwiczenie 4
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie.

6 5 3 T r+1 2x—5
a) o+ 5 s S ) o3 T i
4 3 T 1 2rx—1 r—1
b 5~ 1 S e el f) 5o76 ~ 22
Przykiad 4
- . . —4 2 . 1
a) Wykonaj dodawanie 5oa1 T oo edzer e R\ {—3.,0}.
—4 4 2 _ —dx 2(2x+1) _ wspolnym mianownikiem
2r4+1 =z 2z4+1)z  (2z+1)x obu utamkéw jest (2z + 1)z
—4dr+4x+2 2
2z+1)x  (2z+1)x
b) Wykonaj odejmowanie 113 - I2I_9’ gdzie z € R\ {-3,3}.
1 T 1 T
r—3 x2-9  z-3 (2—3)(z+3)
43 . wspolnym I’Iliaflownikieln
= — — = obu utamkéw jest
(z=3)(z+3)  (z=3)(z+3) (x +3)(z — 3)
r+3—x 3

(x—3)(z+3) ~ 229



Cwiczenie 5

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie.

2 4 2 2 46 92

a) —3 & x+3 ) x T x+3 ) r2-9 = z43
r—>5 T 6 8 4
b) 2~ 2 d) — -3 f) ——e + —

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj mnozenie. Oblicz wartos¢ wyraze-

nia dla = = %

— . ';2 ',3 - g ’ 2 ',_
a) z—2 3z c) z> 3z-9 e) (z+1)* 6x—2
T 2x—4 3—x T 3x—1 r+1
g _l 9 ,3 2 g 2
r—1 x " 2x—1 r—4 4x+8
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzielenie. Oblicz warto$¢ wyraze-
nia dla = = —%.
3 1 4z42 2 x 3
) 4r = 2x2 ) 2 ) z—4  2x-8
6 . 3 6z—-9 3 20 . 5
b) 527 * Tox A=z ip 3 v

5. Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie.

T 2—2x —T 3—x x—1 47
a) T3+ 5 ) 771~ 2048 ) 572 1 3276
r+3 3r+1 2 14+x 2x r—2
b) 2x—1 1-2x d) 2—3x 6x—4 f) 10x—15 2x—3
6. Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie. Oblicz wartos¢ otrzy-
manego wyrazenia dla r = —2.
2 1 1 1 3 3
) st )z " Sy d s e
1 1 4 ! x T
) 32 "= s g D ea 1=



